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Resumen
En este documento se presenta un modelado matemático y la simulación de un individuo que porte un exoes-
queleto en su miembro inferior. Se utiliza un modelo de tres segmentos de unión (pierna, muslo y tronco), ac-
cionados con motores eléctricos. El planteamiento de las ecuaciones de movimiento se apoya en la expresión 
de Langrange –Euler, y se presentan las ecuaciones matemáticas en una organización de tipo matricial, que 
son utilizadas para la simulación en Matlab®. Se obtienen datos de torque en las articulaciones de acuerdo con 
trayectorias preestablecidas, que se han construido con información tomada de un pasillo de marcha, datos 
encontrados en la bibliografía consultada. La simulación construida en simulink de Matlab® se basa en una 
herramienta que le permite a un ﬁsioterapeuta evaluar comportamientos de un individuo con discapacidad 
motriz en su miembro inferior y porte un exoesqueleto para desarrollar un ciclo de marcha de su proceso de 
rehabilitación.
Palabras claves: Exoesqueleto, lagrangiano, segmentos de enlace, control.
Abstract
'is document presents a mathematic model and the simulation of an individual who uses an exoskeleton in 
his lower member. We use a model of three segments of union (leg, thigh and trunk), operated with electrical 
engines. 'e approach in the movement equations is based on Langrange-Euler’s expression, and mathema-
tical equations are presented in a matricial type of organization, that are used for the simulation in Matlab®. 
Data of torque are obtained in the articulations according to the pre-established trajectories that have been 
built with the information taken from a starter hall data found in the sought bibliography. 'e simulation 
built in simulink by Matlab® is based on a tool that allows the physical therapist to evaluate behaviors of an 
individual having motor disability on his lower member and who uses an exoskeleton to develop a walking 
cycle of his rehabilitation process.
Keywords: Exoskeleton, Lagrangian, link segments, control.
1 Este trabajo es uno de los resultados obtenidos del trabajo principal de investigación realizado con el Grupo de Investigación 
en Control Industrial –GICI- de la Universidad del Valle, denominado Modelado y simulación de un exoesqueleto de miembros infe-
riores para equilibrio y marcha, que se presentó para optar por el título de Maestría en Ingeniería en la Universidad del Valle. 
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En este documento se dan unos elementos que per-
miten construir el modelo matemático de un exoes-
queleto de tres segmentos y el efecto que puede tener 
sobre la marcha de un paciente que lo porte. En la 
primera parte, se plantea un análisis newtoniano de 
cada uno de los segmentos y las articulaciones con 
el ﬁn de aplicar la ecuación de Lagrange para cono-
cer el comportamiento de la energía del sistema. Se 
obtiene una representación matricial, que facilita ex-
presar las variables involucradas en el modelo, según 
los parámetros centro de masa, momento de inercia 
y torques de cada uno de los segmentos en cuestión.
 En la segunda parte se utiliza el Simmecha-
nics y Simulink de Matlab® como so/ware de simu-
lación, para analizar diferentes comportamientos de 
acuerdo con los valores de referencia que se intro-
duzcan en el modelo para conocer tendencias de fun-
cionamiento del proceso modelado matemáticamen-
te. De esta manera, se requiere deﬁnir trayectorias de 
desplazamiento angular como datos de entrada, para 
estudiar el torque y los análisis cinemático inverso. 
Igualmente se muestra el control que se implementa 
a partir del accionador seleccionado.
Desarrollo del modelo de segmento de enlace
La complejidad del cuerpo humano ha motivado a 
diferentes investigadores,[1],[2],[3] a desarrollar pro-
puestas de exoesqueletos, para la rehabilitación de 
pacientes con cierta discapacidad motora. En este 
documento se presenta una propuesta de modelado 
utilizando la estrategia de segmentos de enlace para 
representar las diferentes estructuras que conforman 
el cuerpo humano. Este análisis, estudiado por au-
tores como Winter,[4] Roa[5] y Contreras,[6] permite 
construir un conjunto de ecuaciones que parten, a su 
vez de un análisis cinemático de las propiedades bio-
mecánicas de un movimiento humano, en el cual es 
necesario acudir a los datos antropométricos de los 
individuos, para lograr resultados que lleven a con-
clusiones tan importantes que se apliquen en exoes-
queletos de rehabilitación.
 Se utilizó un segmento de enlace para calcu-
lar las fuerzas de reacción y el momento de los mús-
culos. Generalmente esta actividad se podría hacer 
en forma directa siempre y cuando se realice una 
cirugía de carácter invasivo en el cual se implanten 
medidores de fuerza, para determinar la tensión que 
se produce entre los músculos y los tendones; sin em-
bargo, es un método que ha sido aplicado en anima-
les y no sería muy práctico para llevarlo a cabo en 
humanos.
 Lo más conveniente es hacer la descripción 
cinemática, las medidas antropométricas exactas y 
las fuerzas externas, para determinar las fuerzas de 
reacción en las uniones y los momentos de los mús-
culos. Esta forma de predecir la información reque-
rida se denomina solución inversa y se constituye en 
una herramienta muy importante para estudiar la 




























Figura 1. Modelo de segmento de enlace para exoesqueleto de  
articulación de la rodilla.
 En la Figura 1 se representa el modelo de 
tres segmentos que modela un exoesqueleto del pie, 
como un péndulo invertido. Los tres elementos que 
se muestran representan la pierna (2), el muslo (4) 
y el tronco (6). Las longitudes de los segmentos se 
identiﬁca con las letras l; la localización de los cen-
tros de masa de cada segmento por a, medidos res-
pecto a su extremo distal. Un disturbio, representado 
por una Fuerza (F) es aplicado en dirección horizon-
tal en la cadera. El disturbio horizontal en la parte 
inferior se representa como una aceleración constan-
te () del punto de contacto con el suelo. Los torques 






 representan torques en las 
articulaciones de tobillo, rodilla y cadera respectiva-
mente [4]. Dos articulaciones motorizadas se ubican 
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en la rodilla (posición 3) y la cadera (posición 5) y 
tienen masas mm1 y mm2 respectivamente.
 En términos generales el modelo tiene cuatro 
parámetros que se pueden hallar a partir del plantea-
miento de las ecuaciones: el movimiento en la direc-
ción x del punto 1, donde existe un apoyo de la parte 
inferior de la extremidad; θ
2
, ángulo que forma el 
segmento 1 con la horizontal; θ
3
, ángulo que forma el 
segmento 2 con la horizontal y; θ
4
, ángulo que forma 
el segmento 3 con la horizontal, donde los términos 






 que aparecen 
en las articulaciones (Cinemática directa). Si, por el 
contrario, se quiere conocer el valor de los torques 
que deben ser aplicados al sistema para lograr ciertas 
orientaciones del exoesqueleto, los términos de en-






 (Cinemática inversa). 
 Para el desarrollo del modelo se tienen en 
cuenta los siguientes supuestos:
t Cada segmento tiene un valor de masa de-
terminado como una masa puntual que se 
conoce como centro de masa2 (CM). 
t La ubicación de cada CM permanece ﬁja du-
rante el movimiento del segmento.
t Las articulaciones en la rodilla y la cadera 
son motorizadas.
t Los momentos de inercia de la masa de cada 
segmento y el motor permanecen constantes 
durante el movimiento.
t La longitud de cada segmento permanece 
constante durante el movimiento.
t Los segmentos permanecen rígidos y no se 
deforman con el movimiento.
 En el modelo, debido a que la masa del ac-
tuador en un caso dado puede ser comparable con la 
masa del eslabón que une las articulaciones, es nece-
sario analizar el efecto del motor ubicado en los pun-
tos 3 y 5 sobre el desplazamiento y la velocidad en los 
demás segmentos.
 El centro de giro del segmento está situado a 
una distancia l de la articulación motorizada y a una 
distancia a
1
 del centro de masa (CM) del segmento. 
Se debe tener presente que la ubicación ﬁnal del CM 
de cada segmento estará dada por la expresión:
donde r
i
 representa la distancia de la masa m
i
 toman-
do como referencia el punto de giro y r
CM
 la distancia 
del CM del segmento. Lo anterior implica que:
t Si la masa del segmento es equiparable con la 
masa de la articulación motorizada, se pre-
senta un aumento de la distancia del CM con 
respecto a su extremo de giro del segmento.
t Si la masa del segmento es signiﬁcativamen-
te menor que la masa del actuador, el CM se 
ubica directamente en el mismo punto don-
de está la articulación motorizada.
 En las situaciones señaladas se percibe que el 
CM total de los tres segmentos se verá afectado por el 
peso de las articulaciones motorizadas, al ser un pa-
rámetro importante en la selección del actuador del 
exoesqueleto.
 El movimiento de cada uno de los segmentos 
hace que la posición del CM sea variable con el tiem-
po, pero considerando que el exoesqueleto está quie-














= rcm1 sen (Ĭ ) 2
l= l sen (Ĭ ) + r 
2 cm2
sen (Ĭ )3
= 11 sen (Ĭ  ) + 1  sen (Ĭ ) + r    sen (Ĭ )2 3 4cm22
 De acuerdo con el esquema de la Figura 1, se 
encuentran la posición de cada uno de los segmentos 
denotados por los siguientes vectores de posición [1]:
2 Los términos centro de masa (CM) y centro de grave-
dad (CG) son a menudo empleados indistintamente, el más gen-
eral es CM, mientras que el CG se reﬁere al CM en un solo eje 
deﬁnido por la dirección de la gravedad. Cuando se utilizan los 
ejes coordenados (x-y) es necesario el uso de CM.
10
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 Las velocidades de los segmentos se hallan a 
partir de la derivada de cada posición establecida en 
el anterior conjunto de ecuaciones.
 En este modelo, la localización del CM de 
cada segmento es importante, para relacionarla con 
un análisis de movimiento traslacional en el espa-
cio. Debido a que hay aceleraciones involucradas, es 
necesario conocer la resistencia inercial debido a los 
movimientos. Por esta razón, en los términos de las 
matrices aparecen los momentos inerciales de cada 
uno de los segmentos. En el sentido de rotación se 
tiene la expresión M=Iα, donde M es el momento de 
la fuerza causada por la aceleración angular α.
 Cuando un cuerpo rígido está libre de mo-
verse en las tres direcciones, tiene varios ejes de ro-
tación. Es así como aparece el concepto de tensor de 
inercia ([J]) como una generalización del momento 
de inercia. Teóricamente [J] representa una distribu-
ción de masa de un cuerpo rígido. En general está 
dado por la expresión:
 Si se selecciona un sistema de referencia lo-
cal (LRS) apropiado es posible simpliﬁcar la matriz a 
una matriz diagonal. Autores como Pontona[7] acu-
den representaciones geométricas para determinar el 
tensor de inercia de cada uno de los segmentos. Por 
otra parte, hay que señalar que la mayoría de los seg-
mentos del cuerpo no giran alrededor de su centro 
de masa, sino en la articulación en cada extremo.[4] 
Esto es un elemento importante porque en la medi-
da que la ubicación del CM se aproxime al centro de 
giro, su efecto inercial será mínimo sobre el sistema 
del exoesqueleto. Así, con ayuda del teorema de ejes 
paralelos es  posible encontrar una relación entre el 
momento de inercia dado en el CM (I
o
) y el que se 
presenta en la articulación (I) a través de la siguiente 
expresión:
 Donde m, es la masa del segmento; I, la lon-
gitud y r
cm
 es la distancia entre el centro de masa y el 
extremo distal.
 Posteriormente, se determina la energía ci-
nética de cada segmento, como una contribución de 
una energía translacional dada por , siendo 
m la masa del elemento en cuestión y v la velocidad; 
y una energía rotacional calculada como , 
donde I corresponde al momento de inercia y ω la 
velocidad angular del elemento respectivo. Igual-
mente se determina la energía potencial, dada por la 
expresión mgh, donde m corresponde a la masa del 
elemento, g la constante gravitacional y h la altura.
 De esta manera se construye el lagrangiano 
del sistema dado por la expresión:
 Las ecuaciones de movimiento se obtienen a 
partir de las correspondientes relaciones de Euler-La-
grange.[4]
 Donde Γ es un vector de fuerzas generaliza-
das3 y torques aplicados. 
 La primera ecuación está dada por:
La segunda ecuación estará dada por:
3 Las fuerzas generalizadas son aquellas que hacen traba-
jo cuando su coordenada asociada varía mientras las otras coor-
denadas del sistema permanecen constantes.
La tercera ecuación resulta de:
Finalmente, la cuarta ecuación estará dada por:
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Con este conjunto de cuatro ecuaciones es posible 
obtener un sistema matricial y describir el modelo 
según la ecuación 5 de la forma: 
Donde la matriz D contiene los términos inerciales:
    son los momentos de inercia cal-
culados con el teorema de los ejes paralelos.
 La matriz C suministra los efectos causados 
por las fuerzas centrípetas y de coriolis.
La matriz G contiene los efectos gravitacionales
y T es un vector de momentos presentes en cada uno 
de los segmentos.
Se considera T como:
Siendo τ
m
los torques que actúan sobre una juntura 
como resultado de la acción voluntaria de los múscu-
los y τ
a
, los torques generados por actuadores artiﬁ-
ciales del exoesqueleto.[8]
 Por su parte, el trabajo externo va a estar de-
terminado por:
  donde F es la fuerza que genera movimiento 
y s el desplazamiento. De acuerdo con la Figura 2, la 






 son los trabajos aportados 
por cada articulación motorizada. En caso que el in-
dividuo carezca de movimiento en su extremidad, 
el trabajo total será realizado por los motores, al ser 
esta condición un parámetro importante para cons-
truir una estrategia de control orientada a la rehabili-
tación de los pacientes.
Simulación
Al utilizar Matlab® como herramienta de simulación 
se puede representar a la ecuación 5 como se muestra 
en la Figura 2.
Figura 2. Diagrama de bloques para simular la ec.5 del modelo presentado.
12
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 Se puede observar que a partir de las ecuacio-
nes obtenidas es posible determinar los torques nece-
sarios para algún tipo de actividad, especialmente de 
ﬂexión y/o extensión, según el individuo que porte el 
exoesqueleto (análisis cinemático inverso).
 A partir de las ecuaciones obtenidas se cons-
truye una simulación que determinen los torques ne-
cesarios para algún tipo de actividad, especialmente 
de ﬂexión y/o extensión, según el individuo que porte 
el exoesqueleto. Es claro que el modelo involucra pa-
rámetros antropométricos como los que se muestran 
en la Tabla 1, que pueden ser medidos directamen-
te del paciente, por el especialista. En la Figura 3 se 
muestra una presentación en GUI de Matlab® en el 
que se puede introducir los datos de posición y velo-
cidad de los segmentos para hacer el respectivo cálcu-
lo de los torques aplicados.
CM/longitud 
de segmento
Radio de giro/ longitud de segmento
Segmento Peso de seg-
mento
Proximal Distal CG Proximal Distal
Pie 0,0145 m 0,50 0,50 0,475 0,690 0,690
Pantorrilla 0,0465 m 0,433 0,567 0,302 0,528 0,643
Muslo 0,100 m 0,433 0,567 0,323 0,540 0,653
Pie y pantorrilla 0,061 m 0,606 0,394 0,416 0,735 0,572
Total pierna 0,161 m 0,447 0,553 0,326 0,560 0,650
Tabla 1. Relaciones de masa y localización de centros de masa en función de la altura y la masa total de la persona.[3]
Figura 3. Representación en GUI de Matlab® de acuerdo con los datos de la Ec. 5
Construcción de trayectorias
Apoyado en Matlab, se tomaron los datos del pro-
ceso de marcha y se realizó un proceso de interpola-
ción obteniéndose las ecuaciones para cada una de las 
articulaciones. Cada ecuación representa el despla-
zamiento angular de la articulación respectiva, (cd), 
cadera y (rd), articulación de la rodilla, y tr, despla-
zamiento angular del segmento señalado como HAT. 
Los resultados gráﬁcos de cada una de las ecuaciones 
se muestran en la Figura 4.
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Figura 4. Resultados del movimiento angular de la cadera, la rodilla y el tronco (HAT)
% Ciclo de marcha% Ciclo de marcha% Ciclo de marcha




















































Por otra parte, se puede acudir a una simulación que 
permita la representación en bloques de cada uno de 
los segmentos. En la Figura 5, se muestra la organi-
zación de los elementos en el sistema de Simulink y 
SimMechanics de Matlab®.[9] Los bloques grandes 
representan dos articulaciones, una ubicada en la 
cadera y la otra en la rodilla (servo y servo1), y los 
pequeños (Body, Body1) representan los segmentos 
que las une, uno en el muslo y otro en la pierna. 
Figura 5. Representación del exoesqueleto de tres segmentos en simmechanics de Matlab®.
Control del exoesqueleto
El sistema de control del exoesqueleto se propone 
a partir de un control clásico de posición y veloci-
dad. En la aplicación actual los actuadores seleccio-
nados para el exoesqueleto real tienen accionadores 
14
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que facilitan el ejercicio del control de su velocidad y 
torque aplicado. De acuerdo con lo anterior, se dise-
ñó un control externo para mantener la posición de 
cada actuador en un parámetro determinado por la 
marcha, al tener un torque presente en el eje de cada 
actuador, según lo determinado por el modelo mate-
mático obtenido inicialmente. 
Control de posición
En la Figura 6 se muestra el control de posición uti-
lizado para mantener la posición de cada actuador 
en el valor requerido, según la posición angular dada 
para la realización de la marcha. El control está con-
formado por una ganancia proporcional y una acción 
derivativa.
Figura 6. Esquema del control de posición implementado
La ley de control implementada está dada por la ex-
presión:
Motor Síncrono de Imán Permanente (PMSM)
El actuador empleado para la simulación es un motor 
síncrono de imán permanente (PMSM). El bloque 




















Figura 7. Bloque que representa el driver del motor síncrono.
Descripción de las entradas y salidas del bloque ac-
cionador-motor.
SP. Set point de torque o velocidad. 
Tm o Wm. Entrada mecánica: Torque de la carga 
(Tm) o velocidad del motor (Wm).
A, B, C. Son los terminales de las tres fases que ali-
mentan el motor.
Wm o Te. Salida mecánica: Velocidad del motor 
(Wm) o torque electromagnético.
Motor. Vector de las mediciones correspondientes al 
motor. Se muestra el valor de la corriente, el torque, 
la velocidad y el bus de voltaje de DC.
Ctrl. Presenta un vector de las mediciones del con-
trolador: torque de referencia, el error de velocidad y 
velocidad de referencia. 
Esquema de potencia
Internamente el accionador del motor síncrono tiene 
el sistema que permite variar la frecuencia de la señal 
de alimentación, rectiﬁcador, chopper de frenado y el 
inversor de voltaje. Adicionalmente cuenta con un 
sensor de posición, el control vectorial y el control 
de velocidad. Esto facilita el proceso de simulación al 
tener presente que el objetivo no es el modelado del 
motor sino del comportamiento de los torques del 
exoesqueleto. En la Figura 8 se muestra el esquema 
general, y en la Figura 9 se muestra la aplicación de-
sarrollada en Simulink (Simulink, 2007).
Figura 8. Representación en bloques del accionador del motor.
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Figura 9. Representación del accionador del motor en Simulink.
Controlador de velocidad
El controlador de velocidad incorporado en el accio-
nador está conformado por un sistema de rampa de 
velocidad y un ﬁltro pasabaja de primer orden, como 
se muestra en la Figura 10. Adicionalmente tiene 
conﬁgurado una acción de control proporcional in-
tegral (PI); su principal función es proporcionar los 
valores de ganancia adecuados para mantener el va-
lor del par de referencia de acuerdo con la exigencia 
del movimiento del exoesqueleto y de esta forma dis-
minuir el error de las velocidades de referencia y del 




(t) = K  e    + k     e   dt     p (t) d  (t)
Figura 10. Diagrama de bloques del controlador de velocidad.
Controlador vectorial4
El otro elemento importante que está incorporado en 
el accionador del motor es el control vectorial donde 
se interviene la señal de torque, la corriente y la posi-
ción angular del motor. Esto garantiza un seguimien-
to de la señal de torque manteniendo los niveles de 
corriente adecuados. El diagrama general se muestra 
en la Figura11 donde las entradas al sistema la con-
forman el torque eléctrico, la posición angular y la 
corriente de cada una de las fases.
4 La estrategia de control vectorial consiste en extrapolar la técnica de control de motores de corriente continua al ámbito de 
los motores de inducción. Para ello, y debido a que una máquina de corriente alterna carece de dos bobinados desacoplados, se recurre 
al expediente de referenciar el sistema trifásico alterno de corrientes estatóricas a un sistema de coordenadas no estacionario que gira 
sincrónicamente con el campo magnético rotórico. En este nuevo sistema de referencia, las corrientes estatóricas pueden ser tratadas 
como vectores rotantes –de ahí el nombre de “control vectorial” o también “control de campo orientado”.
16
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Figura 11. Diagrama de bloques del control vectorial implementado en el driver
Resultados
Es así como en las ﬁguras 12 y 13 se muestran los 
resultados de la simulación cuando se introduce al 
sistema las trayectorias angulares (set point) en la ar-
ticulación de la cadera y la rodilla respectivamente.  
También se puede observar el comportamiento de la 
salida de acuerdo con el control de posición desarro-
llado para las articulaciones motorizadas, para este 
caso se muestra la de cadera.
Figura 12. Trayectoria angular aplicada a la articulación de cadera.
Figura 13. Trayectoria angular aplicada a la articulación de rodilla.
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 En la Figura 14 se muestra el comportamien-
to del torque en la articulación de la rodilla y la cade-
ra. Se destaca la aparición de torques negativos, que 
se verán reﬂejados en una devolución de energía a la 
fuente debido al cambio en el sentido de rotación de 
la articulación. 
Figura 14. Comportamiento del torque en la articulación de la rodilla y la cadera.
 La Figura 15 describe el comportamiento del 
torque en las dos articulaciones cuando se ha intro-
ducido en el sistema las nuevas posiciones de los CM, 
debido a las masas de los actuadores. Se observa la 
aparición de un mayor torque a la salida del sistema. 
Este hecho es una acción que debe tenerse en cuenta 
en el modelado del exoesqueleto cuando es aplicado 
en rehabilitación, ya que puede afectar directamente 



























Figura 15. Comportamiento del torque en las articulaciones con nuevas posiciones de los CM, debido a las 
masas de los actuadores
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Conclusiones
Se presentó un conjunto de ecuaciones que modelan 
el comportamiento de un exoesqueleto de tres seg-
mentos que representan la articulación de la rodilla y 
la cadera. Con ellas se puede demostrar el efecto que 
tiene la masa de la articulación motorizada sobre el 
CM de cada segmento y por tanto sobre el CM total 
del sistema, lo que permite establecer que en la selec-
ción del motor la masa es un elemento importante 
para prever la aparición de momentos de inercia su-
periores a los que normalmente pueden aparecer en 
el desplazamiento típico de un individuo y por ende 
pueden alterar su movimiento normal.
 La organización matricial del modelo permi-
te observar que la matriz que representa los efectos 
gravitacionales se puede implementar en un sistema 
de control que se oriente a producir torque que con-
trarreste dichos efectos. Se debe tener en cuenta que 
los efectos gravitacionales cambian, cuando aparecen 
fuerzas verticales aplicadas sobre el individuo.[8]
 La simulación en Matlab®, utilizando Sim-
Mechanics de Simulink, permite observar el compor-
tamiento del sistema y, por tanto, analizar patrones 
de conducta de torque de acuerdo con las trayecto-
rias previamente trazadas. Una de las ventajas es la 
posibilidad de ajustar los parámetros antropométri-
cos de los segmentos y cambiar los datos de masa y 
momento de inercia de la articulación motorizada 
para predecir el comportamiento del paciente que 
tenga puesto el exoesqueleto.
 Aunque el uso de la simulación es impor-
tante, es indispensable que en la interacción huma-
no – máquina se cuente con información tomada 
directamente del paciente para lograr cómputos más 
próximos a la realidad y así predecir los efectos que 
pueda tener una sesión de rehabilitación sobre el pa-
ciente.
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